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パワーポイントで書いていたのですけど、議論が重すぎたので TEX で書くことにしました (悪魔的)

2019/05/10 23:50 わりと追記修正 わかりやすさ向上です

1 部分点
不偏ゲームなので grundyです いつもの おかえり
関数 imp(a, b) を辺長の組から grundy数を返す関数として定義します。 imp は impartial gameの頭文字
です。ざっくり言うと

imp(a, b) =

{
(aの奇数の素因数の重複を含めた個数) xor (bの奇数の素因数の重複を含めた個数) (ab is odd)

1 + (aの奇数の素因数の重複を含めた個数) xor (bの奇数の素因数の重複を含めた個数) (ab is even)

になります。偶数個に分割したらそれぞれの部分の xorが消えて 0になるため、2を素因数としてどちらかが
持つ場合常に 1つ選択肢が増えている状況になります。奇素因数しか持たない場合、aと bのどちらかを選ん
で奇素因数の個数を 1つ以上減らすことになるのでこれは 2山の Nimと同じです。
これで部分点が解けました。

2 非不偏ゲーム : 特に、どちらも決められた方向にしか切れない場合
まず、どちらのプレイヤーも片方にしか切ることができない場合を考えます。この場合も、ゲームの状態を
整数に変換する関数を考えることにしましょう。
関数 p(a, b) を辺長の組から整数を返す関数として定義します。この関数が満たすべき条件は何でしょうか。
次のようなゲームを考えます。

Aさんの前に赤い石が a個、Bさんの前に青い石が b個あります。
2人は交互に次の操作をすることができます。

• 目の前にある石の山から、1個以上の石を選んで捨てる。

操作ができなくなったほうの勝ちです。
これはニムに似たゲームですが、不偏ゲームではないです。grundy数と同様にこの問題に帰着することに
しましょう。
このゲームに整数を対応させるなら、a− bを対応させるのが自然です。そして、最初の状態でこの値が 0な
らば後手必勝、正ならば Aさんの勝ち、負ならば Bさんの勝ちであることがただちにわかります。
ゲームの状態 Gについて、そこから Aさん (あなた、右)が手を打つことで移行することができるゲームの
状態の集合を GR、Bさん (相手、左)が手を打つことで移行することができるゲームの状態の集合を GL とし
ましょう。非不偏ゲームを整数に対応させる関数 hoge が持っているとうれしい性質を以下に示します。



(i) hoge(G)は、後手必勝なら 0、Aさんの勝ちなら正、Bさんの勝ちなら負である。逆も成り立つ。
(ii) ∀g ∈ GR.hoge(g) < hoge(G)

(iii) ∀g ∈ GL.hoge(g) > hoge(G)

(iv) hoge(G) > 0なら、max
g∈GR

hoge(g) + 1 = hoge(G)

(v) hoge(G) < 0なら、min
g∈GL

hoge(g)− 1 = hoge(G)

これが、先ほど言った石のゲームの値と対応しているのは明らかです。また、先ほどのゲームの値と同様に、
この関数の値が 0ならば後手必勝、正ならば Aさんの勝ち、負ならば Bさんの勝ちであることが証明できま
す。ところで、Nimのゲームの合併は xorでした。では、この非不偏石取りゲームの合併は何でしょう？
これは当然単純な和です (山が増えると残機が増えるため 不安になったら示してみましょう 案外簡単に示せ
ます)。以上より、上の 5条件を満たすような関数 pを作れたら、各長方形について値を合計するだけなので、
(どちらも片方にしか切れない場合については)終了であることがわかります。
次のようなゲームを考えます。

(i) いくつかの石の山があり、山 i には赤い魔法石が Ri 個と青い魔法石が Bi 個あり、それぞれの
石には 1 より大な整数が書かれている。

(ii) 各々の手番に一つ山を選び、山の中から Aさんは赤い魔法石を、Bさんは青い魔法石を 1 つ以
上選び、自分が選んだ魔法石をすべて融合させて割る。

(iii) それぞれ a と b が書かれた魔法石を融合させると ab が書かれた魔法石が出現し、整数 a が書
かれた魔法石を割るとその石を取り出した山が a 個複製される。

(iv) 自分の色の石がなくなったほうの負け。
このゲームは、各山 i にある石を各長方形 i の縦, 横の長さの素因数とするともとの長方形のゲームと同じ
です。このゲームは長方形のゲームより直感的にわかりやすいので考えてみて
ください。例えば、a と b の素因数の個数が等しいなら後手必勝 (p(a, b) = 0)であることなどがとても
直感的にわかります。
このゲームについての考察によって、次のような pが上に挙げた条件を満たすような関数であることがわか
ります。

t(a, b, c, d, . . . , e, f) = 1 + a+ ab+ · · ·+ abcd . . . e

p(a, b) = (aより bのほうが重複を含めた素因数の個数が多いとき (−1) a のほうが多いとき 1 等しいとき 0)

×t(a, bのうち重複を含めた素因数の個数が多いほうの素因数を、多い分だけ降順にならべたもの)

例えば、p(2, 36) = (−1)× t(3, 3, 2) = (−1)× (1 + 3 + 3× 3) = −13などとなります。これで、どちらも
片方にしか切れない場合については解くことができました。

3 満点への道
まず、ゲームの状態と整数と非負整数の組を対応させるような関数 F を考えます。これは、ゲームを非不偏
成分と不偏成分に分離するものと考えられます。なので、次のような性質を満たしていてほしいです。

F ((0, 0, a, b)) = (p(a, b), 0) F ((1, 1, a, b)) = (0, imp(a, b))

F (G1) = (a, b), F (G2) = (c, d) とすると、 F (G1 +G2) = (a+ c, b xor d)

このとき、実は
F ((1, 0, a, b)) = F ((1, 1, 1, b)) + F ((0, 0, a, 1))× b

が成立します。ここで組 (α, β)と正整数 bの積は、(α, β)を b回合併するものとして定義します。
これについては、上と同様に次のようなゲームを考えるとよいです。



(i) いくつかの石の山があり、山 i には赤い魔法石が Ri 個と青い魔法石が Bi 個と緑の魔法石が Gi

個と黄色の魔法石が Yi 個あり、それぞれの石には 1 より大な整数が書かれている。
(ii) 各々の手番に一つ山を選び、山の中から Aさんは青い魔法石以外を、Bさんは赤い魔法石以外

を 1 つ以上 同じ色の魔法石だけを選び、自分が選んだ魔法石をすべて融合させて割る。それ以
外は上のゲームと同様。

証明の方針は、F ((1, 0, a, b))− (F ((1, 1, 1, b)) + F ((0, 0, a, 1))× b) = 0 が成り立つこと、つまり、ゲームの
状態が (1, 0, a, b), (1, 1, b, 1), (0, 0, 1, a)× b であるとき後手必勝であることを証明するとよいと思います。
F ((0, 1, a, b)) = F ((1, 1, a, 1)) + F ((0, 0, 1, b))× aも同様に成り立つため、すべての長方形について組を対
応させることができました。
ここで、組の合併演算は群 (Z,+), (Z≥0, xor)の直積なので、群をなします。
よって、先頭からの累積和を取っておくことで、区間 [l, r]内のゲーム全体に対応する組を O(1)で求めるこ
とができます。

ところで、勝敗判定はどのようにするのでしょうか？ これは Nimと非不偏石取りゲームの合併を考えると
明らかで、組 (a, b)は、

(a, b) =


Aさんの勝ち a > 0

後手必勝 a = b = 0

先手必勝 a = 0, b ̸= 0

Bさんの勝ち a < 0

です。よって、この問題を前計算に素因数列挙 O(N log logN)、クエリに O(1)の計算量で答えることができ
ました。
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